1 Successioni di funzioni

Esercizio 1.1. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della sequente successione di
Sfunzioni

n2x?
Osserviamo che fissato z € R
lim fo(z) = li oy
im f,(z)= lim =
n—-+o0o n——+o0 (712 4+ 1'2)

pertanto la successione f,, converge puntualmente in R alla funzione f(z) = 1. Verifichiamo
se si ha convergenza uniforme in R calcolando

lim sup |fn(z) — f(2)].

n—-4o0o z€R

Risulta
1

|fn(z) = f(2)| = T n2a?

La funzione g,(x) & una funzione pari, positiva e derivabile e lim,_, 1o gn(2) = 0, pertanto
SUP,cRr 9n(T) = Max,er gn(x) € puod essere calcolato cercando gli zeri di g;,(x). Si ha

=: gp(x)

' (2) 2n2z
r=---——-—
In (1 + n2z2)2
pertanto max;er gn(z) = gn(0) =1e

lim sup g,(z) =1#0.
n—+00 2R
Verifichiamo se esistono sottoinsiemi di R in cui si ha convergenza uniforme. Sia J un
qualunque intorno dell’origine, allora

sup gn () = gn(0) = 1
zeJ
Consideriamo allora intervalli del tipo [a, +00) con a > 0. Dallo studio della monotonia di

gn Si ha che
1 n—oo

sup  gn(z) = gn(a) — 0

z€[a,+o0) B 1+ n2a?
Quindi si ha convergenza uniforme in intervalli del tipo [a, +00). In modo del tutto analogo
si prova convergenza uniforme anche su intervalli tipo (—oo, a]. Pertanto si conclude che f,
converge uniformemente a 1 in (—o0,a] U [b,00) con a,b > 0.

Esercizio 1.2. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della sequente successione di
Sfunzioni

3x + 4n
x2 +n2’

(1'2) fn(x) =



Le funzioni f, sono definite in tutto R per cui la convergenza puntuale si studia in R.

Per z € R fissato si ha lim,, o fn(2) = 0 poiché il denominatore & un infinito di ordine
superiore rispetto al numeratore.
Verifichiamo se si ha convergenza uniforme. Si deve calcolare | f, — fl|r 1= sup,ep | fn(x) —
f(z)], e verificare che converga a 0. A tale fine facciamo un piccolo studio di funzione.
Osserviamo che la funzione ¢ continua e derivabile in tutto R. Per z — 400 la funzione f,
converge a 0. Calcoliamo i punti in cui si annulla la derivata prima

3(x% +n?) — 22(3z +4n)  —32% — 8nx + 3n?

fala) = (22 + n2)2 - (22 + n?)2 =0

. c 1 _ V1612 p) . N ..
gli zeri di f" sono z12 = w = —-3n; %n (in realta non serve sapere quale sia il

massimo o il minimo relativo della funzione dal momento che se ne sta valutando I’estremo

superiore del valore assoluto). Calcoliamo f,(z1) = gggjﬁg = —%%, n(T2) = (1/3)"’% =

7(105/9)% = %% Quindi

I fallw = sup 1 (@) = mas{lfu@)l, a(ea)l, | Tim fu(@)] Timfu@)l} =5

che tende a 0 per n tendente ad infinito. Dunque la successione converge uniformemete a 0.

Esercizio 1.3. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della sequente successione di
Sfunzioni

nx
1+ n222

(1.3) fn(2)

Le funzioni f, sono definite in R. Per x = 0 risulta f,(x) = 0. Per ogni z € R/{0}
risulta lim, oo frn(z) = 0 poiché il denominatore ¢ un infinito di ordine superiore rispetto
al numeratore. Quindi la successione converge puntualmente in R alla funzione 0.

La convergenza non & uniforme. Infatti per z,, = % risulta f,,(z,) = %7 e quindi non puo
essere lim,, o || fn — 0]] = lim,, o || fn|| = 0 poiché per la proprieta dell’estremo superiore
abbiamo ||| = sup,ep [fa(@)] > 3.

Si cercano ora gli intervalli in cui puo esserci convergenza uniforme. Consideriamo gli

intervalli del tipo I = R\] — a,a[ con a > 0. La derivata prima della funzione ¢

n(1+n?a?) —na2n’cz  —n’2? +n =n(l —n’z?)
(14 n2z2)2 - (14 n222)2 )

f'(zx) =

e si annulla per z1 2 = :I:%. Per n sufficientemente grande si ha 0 < % < aequindizy,zo & I
e nell’intervallo in considerazione non si annulla la derivata prima, quindi calcolare || fy| 1,
si deve valutare la successione di funzione solo negli estremi. Dunque viene

sup |fn(m)‘ = maX{wEI_HOO fn(x)7xh_)nolo fn(2), fu(—a), fn(a)}

xel

poiché la successine di funzioni converge puntulamete a zero, si ha lim, o fn(£a) =0 e
qundi anche lim,_, || fn]lr = 0. E la succesione di funzioni converge uniformemente negli
intervalli di dipo 1.



Esercizio 1.4. Traccia d’esame (18 Luglio 2008)
Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della sequente successione di funzionsi

2

ne
1.4 r) = arctan —— x> 0.
(14) Fn(2) n?z +1 -
Fissato x > 0 risulta
. na?
lim arctan - =

Pertanto la successione f, converge puntualmente alla funzione f(z) = 0 per ogni = > 0.
Essendo f,(z) > 0 per z > 0, per verificare che vi sia anche convergenza uniforme calcoliamo
sup, o fn(z). Si prova che f; (z) = 0 se e soltanto se x = 0 e f,(0) = 0. Pertanto

2 2

nx . nx T
suparctan ———— = lim arctan ——— =
>0 n*r+1 az—+oo n?x +1 2

e quindi non si ha convergenza uniforme in [0, +00). Se ci restringiamo ad intervalli limitati
del tipo [0,a] con a > 0 allora

2 2

nx na n— o0
sup arctan T = arctan T 0
z€[0,a] n*x+1 n<a+1

Quindi la successione f,, converge uniformemente a 0 in intervalli compatti di [0, +00).

Esercizio 1.5. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della sequente successione di
funzioni

(1.5) fa(z) =n22%(1—12)" z€R.

E facile osservare che la successione converge puntualmente a 0 per valori di x tali che
|1 —z| < 1eperxz=0. Altrimenti dato che lim,,_,o b" = co per b > 1 e la successione
(—1)™(4n?) non converge, la successione f, non converge. Consideriamo allora I'intervallo
[0,2) e verifichiamo che se in esso vi & convergenza uniforme. Si pud notare che

sup |n?z?(1—2)" > lim |[n?2%(1 — )| = 4n?
x€[0,2) T—27

quindi non vi & convergenza uniforme in [0,2). Fissiamo 0 < a < 2 e calcoliamo sup,¢o ] |n?2%(1—
x)"| trovando gli zeri di f/. Risulta

fa(@) =n®z(l—2)" 2 = a(n +2)] = 0

2 1. Pertanto

se e soltanto se z € {0,1, 53

sup [na?(1-2)"| = max{| £ (0)], | £, (1), | fulG ) (@)} = max{| fu(5 )1 [ fu(a)]}

z€(0,a]

dove

4n? 2 "
|f"(2+n)| T (n+2)2 (1_ 2+n>

|fal@)] = [n*a®(1 — a)"|



Supponiamo per assurdo che vi sia convergenza uniforme quindi se definiamo

}

risulta che esiste lim,,_.o, a, = 0. Questo fatto implica che comunque si scelga £ > 0, esiste
v € N tale che per n > p, |fn(2_%n)\ < |an| < € il che ¢ assurdo perche la successione
fn(Q_%n) non ¢ infinitesima per n — co.

Per avere convergenza uniforme € necessario allontanarsi anche da 0, infatti siano 0 < b <

a < 2, definitivamente avremo che %Ln <be

2
Up 1= maX{|fn(m)|a |fn(a)

lim sup |n?z?(1—2)"| = lim max{|fn(a)],[fn(b)[} = 0.

=00 zelb,al

Pertanto la successione f,, converge uniformemente a 0 in intervalli compatti contenuti in

0,2).

Theorem 1.1. (Continuita del limite uniforme) Siano fn, f: I C R — R per ogni n € N.
Se fn € C(I) per ogni n € N e la successione f, converge uniformemente ad f in I allora

fec).

L’utilita di questo teorema consiste nell’applicarlo al contrario, cioe se si ha una succes-
sione di funzioni continue che converge puntualmente ad una funzione che non e continua
allora la convergenza non puo essere uniforme.

Esercizio 1.6. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della sequente successione di
Sfunzioni

(1.6) fn(z) = Vsinz x € [0, 7.

Essendo 0 < sinz < 1 per x € [0, n] risulta che f,, converge puntualmente alla funzione
f cosi definita
[ 1 ze(0,m)
f(x)—{ 0 z=0Vz=m
Applicando il teorema di continuita del limite uniforme si deduce che la successione f,, non
puo convergere uniformemente ad f in [0, 7]. Fissiamo € € (0, &) e consideriamo I'intervallo
A; = [e,m — ¢]. Risulta

sup | Vsinz — 1| = sup (1 — Vsinx)

TE€A. TEA,

=1— inf Vsinz =1— Vsine

TE€A.

lim (1 — Vsine) =0

n—oo
pertanto si ha convergenza uniforme in intervalli del tipo [¢, 7 — €] per € € (0, 7).
Esercizio 1.7. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della sequente successione di
Sfunzioni

(1.7) fn(x) =

nx
(14 nz)(x?2+1)
per x > 0.



Fissato « > 0 si ha lim,,_,o frn(z) = ﬁ, se invece = 0 si ha f,,(z) = 0. In definitiva
si ha

1
i iy { T 720

n—o00 0 sex =0

La convergenza non puo essere uniforme, in quanto la funzione limite non & continua.
Si provi a studiare la convergenza negli intervalli del tipo [a,+00) dove a > 0.

Esercizio 1.8 (funzione limite continua non implica convergenza uniforme). Studiare la
convergenza puntuale ed uniforme della sequente successione di funzioni

nx O§x§%

fal@)=9 2—-nz Lt<az<2
0 2 <<l

S-Sz <

per z € [0,1].

La funzione limite ¢ f(x) = 0 che ¢ continua, ma la convergenza non & uniforme, in
quanto per x, = % si ha fn(2,) =1 e quindi || ful/0,1) > 1.

Theorem 1.2. (Passaggio al limite sotto il segno di integrale) Siano fn,f : I C R - R
per ogni n € N. Se f,, € C(I) per ogni n € N e la successione f,, converge uniformemente
ad f in I allora per ogni [a,b] C T

b

b
lim fn(x)dx:/ f(z)dz.

n—oo
a

Esercizio 1.9 (Il passaggio al limite sotto il segno di integrale & condizione necessaria
per la convergenza uniforme). Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della sequente
successione di funzioni

(1.8) fulz) = nae "

Le funzioni f,, sono definite in R. Per = 0 abbiamo f,(z) = 0, per ogni z € R/{0} si
ha —2? < 0 e quindi nze ™ tenderd a zero poiche lim,, ., ne™"® = 0 per a > 0. Qundi
lim,, . fn(2) = 0 puntualmente in R.

Per calcolare il sup,¢g | fn(x) — 0|, cerchiamo gli zeri della derivata prima di f,(x).

fi(z) = ne "’ — 9p2g2e 7" = n67"12(1 — 2nz?)

i inz = —-L L - iamo i ]
si annulla in 1 = T € T2 = o Per ottenere il sup confrontiamo il valore della fun
zione in tali punti ed negli estremi

sup [ fu(e)] = max{|fo (o)l [F (e, i ()], ] limf()])

z€R

1 1 1
= maX{Z\/ﬁel/Q, 2\/56_1/2,0,0} = 5\/7561/2



quindi lim,,_,« || fn — 0|| = co e la serie non converge uniformemente in R.

Cerchiamo gli intervalli in cui la successione di funzioni converge uniformemente. Se con-
sideriamo lintervallo I = [a,4o00[ con a > 0, definitivamente esso non conterra il punto
Zo, poiche limn_wo\/% = 0 e quindi esiste un n € N per cui Vn € N tc. n > n,
\/% < a. Quindi per valutare il sup delle funzioni in I si dovra valutare solo gli estremi,

sup,e; | fn(@)| = max{|f} (a)], | limy—o f(x)|} = nae~""" che ovviamente converge a zero.
Analogamente si puo ragionare nell’intervallo | — 0o, —a]. Quindi la successione di funzioni
converge uniformemente in | — oo, —a] U [a, +00[.

Calcoliamo ora l'integrale di f,, nell’intervallo [0,4o00[ ed osserviamo che non vale il
teorema del passaggio al limite sotto il segno di integrale.

> 1 na? 1
/0 fn——§|0€ —5

per cui lim, oo [5° fro = 4 # [o7 limy oo frn = [° 0= 0.

Esercizio 1.10 (Il passaggio al limite sotto il segno di integrale non implica convergenza
uniforme). Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni

1

(1.9) fulz) = (n + cos? x)n x €0, -]

m
2

e calcolare

lim [ fn(z)dx

n—oo 0

Si osservi che lim, o f5(0) = e, inoltre essendo definitivamente + + cos?z < 1 in (0, %]
risulta che la successione f,, converge puntualmente alla funzione f cosi definita

e =0
f(””):{ 0 ze(0,2

Dalla discontinuita di f si deduce che f, non converge uniformementa ad f in [0, §]. Fissi-
amo ¢ > 0 e consideriamo 'intervallo A; = [e, §]. Risulta

sup |fa(z) — £(2)] = max (1 t cos? x)

TEA, T€A. \ N
1 n
= fule) = ( + cos? e)
n
a causa della decrescenza di f, in A.. Pertanto

lim sup |fn(z) — f(z)] =0

n—0o0 GCEAE

quindi f, converge uniformemente in A.. Calcoliamo ora il limite richiesto. Spezziamo
I’integrale in due dal momento che non possiamo applicare il teorema del passaggio al limite

/Og fu(z)dr = /05 fn(I)dm+/€g fo(@)de = I + IT"



per convergenza uniforme si ha che

lim [17 = / F(@)dz =0
n €

€ /1 n £ /1 n
Ig:/ (—i—cos2x> dazﬁ/ (-1-1) dr < ee
0 \1 0o \M

o . n .
definitivamente essendo (% + 1) una successione crescente e tendente ad e per n — oo.
Pertanto si ha

Osserviamo che

lim [ fo(x)dr < ee

n—oo 0
e per Parbitrarieta di & lim,,—, fog fu(z)dz =0(= fog f(z)dx).

Theorem 1.3. (Inversione dei limiti) Siano X un sottoinsieme non vuoto di R, xo un
punto di accumulazione per X ed (fn)neN una successione di funzioni reali definite in X.
Si supponga che

i) La successione (fn)neN converge uniformemente verso una funzione f: X — R;

ii) Per ognin € N, risulta lim,_, ., fn(z) =1,

Allora, la successione (In)neN € convergente e inoltre, posto I := limy, o ln, Tisulta
limg ., f(z) =1L

Esercizio 1.11. Studiare la convergenza puntuale ed uniforme della successione di funzioni
(1.10) falx) =n"2" ze€R.

Per |z| < 1, |2"| tende a 0 con un ordine di infinitesimo superiore a 1/n®, per cui la
successione di funzioni converge a 0. Per |z| > 1, |n®z™| diverge. In & = 1 la successione
non converge, per x = —1 converge a zero.

Infatti per 0 < x < 1 si ha n"2™ < nx” e la successione numerica na™per 0 < a < 1
converge a zero. Per x =1, f,,(1) = n che tende all’infinito.

In —1 < 2 <0, sian® che |z|™ tendono a zero per n tendente all’infinito per cui lim,, o | frn(z)| =

0. Per z = -1, f,(-1) = % tende a 0. Per x < —1 possiamo scrivere n”z" =

(=™ (n_<2>7 ma (n_(fl) tende all’infinito per n — oo. Quindi la successione di funzioni
converge puntualmente a 0 in [—1,1].

La successine non converge uniformemente in quanto

lim lim f,(z) =1lm0=0# lim lim f,(x)= lim n =00
r—1n—oo z—1 n—oo r——1 n— 00

e quindi non vale il teorema di inversione dei limiti, che & condizione necessaria per la
convergenza uniforme.

Studiamo la successione per I = [—1,a] con —1 < a < 1 allontanandoci dal punto 1. La
derivata di f,(x) si annulla solo per z = 0 (Verificare). Definitivamente abbiamo

1 ulls = sup | fu(@)] = max{|F(~ 1)}, | FO)],| F(@)[} = max{>,0,n%a"} = -
xel n n

quindi la successione di funzioni converge uniformemente in [—1, al.



